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В работе исследуется классическое решение многомерной обрат-
ной краевой задачи для системы гиперболических уравнений в ограни-
ченной области. Предполагается, что неизвестные коэффициенты зависят 
от аргумента t . А именно, рассматривается задача:  
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где +∞<< T0 ; Ω  - произвольная ограниченная n -мерная область, 
4≤n , S - граница области Ω , TΓ - боковая поверхность цилиндра 

),0( TDT ×Ω≡ , )3,2,1( =ixi - различные фиксированные точки из 
Ω , а оператор L  имеет вид: 
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причём всюду на Ω  функции 0)(),()( ≥= xKxaxa jiij  - измеримы, огра-
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действительные числа; функции ,),(,),(,),(~,),(,),(~,),( txGtxFtxdtxdtxbtxb  
,)(xϕ  ,)(,)(~ xx ψϕ  ,)(~ xψ )(thi и )(tqi  )3,1( =i  - заданные, а ),(),,( txvtxu , 
)(1 ta , ),(,)( 12 tcta  )(,)(),( 212 tftftc  - искомые. 

 Определение. Систему ),(),(),(),,(),,({ 121 tctatatxvtxu  )}(),(),( 212 tftftc  
назовём классическим решением задачи (1)-(7), если выполняются сле-
дующие условия: 

1. Функции ),( txu  и ),( txv  дважды непрерывно дифференцируемы 

в TD . 
2. Функции )(1 ta , ),(,)( 12 tcta )(),( 12 tftc  и )(2 tf  непрерывны 

на ],0[ T . 
3. Все условия (1)-(7)  удовлетворяются в обычном смысле. 

С целью исследования задачи (1)-(7) рассмотрим следующие про-
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собственные функции первой однородной краевой задачи для оператора 
A  в Ω . Нормы в этом множестве определим так: )(uRu T= . Известно 
[3], что все эти пространства банаховы. 
 Предположим, что функции )(),,1,()( xKnjixaij = , ,),(,),(~,),( txdtxbtxb  
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удовлетворяют следующим условиям: 

1. Функция ij
n

a (x) (i, j 1, n) 3
2

= +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 раза, а функция K(x) 0≥   n
2

2
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  

раза непрерывно дифференцируемы на Ω . 

2. Область Ω  является нормальной [2] и 
n

4
2S C

+⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∈ . 

3. Собственные функции )(xkμ  оператора A  при граничном усло-

вии ,...)2,1(0)( == kx Skμ  4
2

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡n

 раза непрерывно диффе-

ренцируемы на Ω . 

4. Функция 
n

4
2

2(x) W ( )
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ ∈ Ω , 
n 2

1
4

S S S
(x) A (x) ... A (x) 0

+
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ = ϕ = = ϕ = ; 
n

4
2

2(x) W ( )
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ ∈ Ω% , 
n 2

1
4

S S S
(x) A (x) ... A (x) 0

+
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ = ϕ = = ϕ =% % % ; 
n

3
2

2(x) W ( )
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ψ ∈ Ω , 
n

1
4

S S S(x) A (x) ... A (x) 0
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ψ = ψ = = ψ = ;  

      
n

3
2

2(x) W ( )
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ψ ∈ Ω% , 
n

1
4

S S S(x) A (x) ... A (x) 0
+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ψ = ψ = = ψ =% % % . 

5. Функции 
1 n 1 n 1 n 1 n

i i i i

1 n 1 n 1 n 1 n

b(x, t) b(x, t) d(x, t) d(x, t) n
, , , i 1, 3

x ... x x ... x x ... x x ... x 2α α α α α α α α

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

% %
 

принадлежат пространству )( TDC  и 
1 n 1 n

j j

1 n 1 n

b(x, t) b(x, t)
0, 0,

x ... x x ... xα α α α

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

%
 

1 n 1 n

j j

1 n 1 n

d(x, t) d(x, t) n
0, 0 t [0, T], x S; j 0, 2 1

x ... x x ... x 2α α α α

∂ ∂
= = ∈ ∈ = +

∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

%
. 



 

 19

6. Функции F(x, t), G(x, t)  принадлежат пространству  
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 При выполнении условий 1-8, применяя метод Фурье и учитывая 
условия 6 и 7, решение задачи (1)-(7) сводим к решению следующей сис-
темы интегро-дифференциальных уравнений: 
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)(tAij  - алгебраическое дополнение элемента ijb  определителя ),(tΔ  

)(~ tAij  - алгебраическое дополнение элемента ijb~  определителя  )(~ tΔ . 
 Справедлива следующая 
 Теорема. Пусть выполнены условия 1-8. Тогда при достаточно 
малых значениях T  задача (1)-(7) имеет единственное классическое ре-
шение в некотором шаре, определяемом ниже пространства 
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 Доказательство. Запишем систему (9)-(12) в виде 
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причём компоненты )(zLi  )8,1( =i  оператора LZ  равны правым час-
тям уравнений (9)-(12), соответственно. Ищем неподвижную точку опе-
ратора L  в пространстве TE , причём норму в TE  определим так:  
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 Рассмотрим оператор 1 2 1 2 1 2L(u, v, a , a , c , c , f , f )  в шаре ( )
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где  0C > - некоторая постоянная. 
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Δ

⎡
⎢⎣

∑ ∑% %
%

 

k k k
isin t) (x )+ψ λ μ ⎤⎦%  (i 1,3)= ,                                 (19) 

            1 1 1 1Q(u(x, t), v(x, t), a (t), c (t), f (t)) a (t)b(x, t)u(x, t)= +  

1 1
v(x, t)

c (t)d(x, t) f (t)F(x, t)
t

∂
+ +

∂
,                         (20) 

            2 2 2 2
u(x, t)

Q(u(x, t), v(x, t), a (t), c (t), f (t)) a (t)b(x, t)
t

∂
= +

∂
%%  

2 2c (t)d(x, t)v(x, t) f (t)G(x, t)+ +% .                         (21) 
 Пользуясь теоремами вложения С.Л.Соболева и структурой про-

странства  
n n

4, 3
2 2

2,T
B

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  для любых  

n n
4, 3

2 2
2,T

u, v B
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∈  и t [0,T]∈ , имеем 

                        n n
4 , 31 n 2 2

2 ,T
( )2

i

3 B
1 n L

u(x, t) n
q u i 0, 4 ,

x ... x 2+ +

Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

α α

∂
≤ = +

∂ ∂

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

n n
4 , 31 n 2 2

2 ,T
( )2

i

4 B
1 n L

v(x, t) n
q v i 0, 4 ,

x ... x 2+ +

Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

α α

∂
≤ = +

∂ ∂

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

                         (22) 

где 3 4q 0, q 0> > - некоторые постоянные, не зависящие от tvu ,, . 
 Тогда, с учётом оценки (22), из (15) получаем, что ,,,, 21 aavu∀  

,, 21 cc  RKff ∈21, : 
n n n n

4 , 3 4 , 3T 2 2 2 2
2 ,T 2 ,T

1 2 1 2 1 2 1 5E B B
L(u, v, a , a , c , c , f , f ) W (x, t) W (x, t)

+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤ + +  

                   
( n n

4 , 3
2 2

2 ,T

4 8

i iC[0,T] C[0,T]
i 2 i 6

1 1 1 C[0,T] B

W (x, t) W (x, t)

TK M a u
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =

+ + +

+ ⋅ ⋅ ⋅ +

∑ ∑
 

                   n n
4 , 3

2 2
2 ,T

1 1C[0,T] C[0,T]B
c v f

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ ⋅ + +  

)n n n n
4 , 3 4 , 3

2 2 2 2
2 ,T 2 ,T

2 2 2C[0,T] C[0,T] C[0,T]B B
a u c v f

+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ ⋅ + ⋅ + ,              (23) 

где  ( )
1

2 2
i3

s
1 1 2 ij ijC[0,T] C[0,T]

i, j 1 s 1
n 2
2

s

x )(
K q q A (t) A (t)

∞

= =
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

μ
= + +

λ

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑% ,  
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 1M 0>  - некоторое число.  
 Из последнего имеем 

T

2
1 2 1 2 1 2 1 1E

L(u, v, a , a , c , c , f , f ) M TK M 2(2R R)≤ + + .                  (231) 
Так как RM < , то из оценки (231) следует, что при достаточно 

малом 0>T  выполнено RffccaavuL
TE ≤),,,,,,,( 212121 , то есть 

оператор L  отображает шар RK  в себя. 
 Покажем, что некоторая итерация оператора L  является сжимаю-
щим оператором. Рассмотрим два произвольных элемента W  и W~  из 
шара RK . Построим их образы с помощью последовательных итераций 
оператора L .  
 Тогда имеем 
                   0 1 0 k k 1W W, W L(W ),..., W L(W ),...−= = =  
и 
                  0 1 0 k k 1W W, W L(W ),..., W L(W ),...−= = =% % % % % %  , 
где  (k ) (k ) (k ) (k ) (k ) (k )

k k k 1 2 1 2 1 2W {u , v , a , a , c , c , f , f }= , 
       (k ) (k ) (k ) (k ) (k ) (k )

k k k 1 2 1 2 1 2W {u , v , a , a , c , c , f , f }= % %% % % % %% % , 

       
(0) (0) (0) (0) (0) (0)

0 0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

(0) (0) (0) (0) (0) (0)
0 0 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

u u, v v, a a , a a , c c , c c , f f , f f ,

u u, v v, a a , a a , c c , c c , f f , f f .
= = = = = = = =

= = = = = = = =% % % %% % % % % % % %% % % %
 

Тогда из системы (9)-(12) при условиях теоремы ],0[ Tt∈∀  име-
ем: 

t
2 2

k k k 1 k 1t
0

W W K W W d− − τ
− ≤ − τ∫% % ,                                                   (24) 

где  n n n n
4 , 3 4 , 3

2 2 2 2
2 ,t 2 ,t

2 2 2
k k k k k kt B B

W W u ( , ) u ( , ) v ( , ) v ( , )
+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− = ξ τ − ξ τ + ξ τ − ξ τ +% % %  

       
2 2 2(k ) (k ) (k ) (k ) (k ) (k )

1 1 2 2 1 1C[0,t ] C[0,t ] C[0,t ]
a ( ) a ( ) a ( ) a ( ) c ( ) c ( )+ τ − τ + τ − τ + τ − τ +% % %  

       
2 2 2(k ) (k ) (k ) (k ) (k ) (k )

2 2 1 1 2 2C[0,t ] C[0,t ] C[0,t ]
c ( ) c ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )+ τ − τ + τ − τ + τ − τ% %% , 

         
4

i i 13
i 2

K 2 (K K ) q
=

= + +
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ % ,      

       ( )
2

i32
2 s

i ij nC[0,T]0 t T 2j 1 s 1 2
s

x )(K min (t) 3 A (t) (i 2, 4)
∞−

≤ ≤ += =
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

μ
= Δ ⋅ ⋅ =

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑ , 
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        ( )
2

i32 2 s
i ij nC[0,T]0 t T 2j 1 s 1 2

s

x )(K min (t) 3 A (t) (i 2, 4)
∞−

≤ ≤ += =
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

μ
= Δ ⋅ ⋅ =

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑% %% , 

13q 0>  - некоторая постоянная, не зависящая от 1 2 1 2u, v, a , a , c , c ,  1 2f , f . 
 Тогда по индукции нетрудно получить оценку 

T T

1
k 2

k k 0 0E E

(KT)
W W W W

k!
− ≤ −

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

% % .                                              (25) 

 Таким образом, итерация  kL  оператора L  удовлетворяет нера-
венству 

TT

1
k 2

k k

EE

(KT)
L W L W W W

k!
− ≤ −

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

% % .                                           (26) 

 Ясно, что при достаточно больших значениях k  
1

k 2(KT)
1

k!
<

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

.                                                                         (27) 

 А это означает, что для таких k , существующая итерация  kL , 
является сжимающей. Следовательно, при достаточно малых значениях 
T  оператор kL  удовлетворяет на множестве RK  условию принципа 
сжатых отображений. Тогда единственная в RK  неподвижная точка W  

оператора kL  является и единственной в RK  неподвижной точкой для 
оператора L . 

Таким образом, оператор L  имеет в RK  единственную непод-
вижную точку ))(),(),(),(),(),(),,(),,(( 212121 tftftctctatatxvtxu . 

Тогда функции 

       
n n n n

, ,4 3 4 32 2 2 2
2,T 2,Tu(x, t) B , v(x, t) B ,

+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∈ ∈ 1 2 1 2 1 2a (t), a (t), c (t), c (t), f (t), f (t)  

удовлетворяют на ],0[ T  системе (9)-(12). 
 Легко показать, что 1 2 1 2 1 2(u(x, t), v(x, t), a (t), a (t), c (t), c (t), f (t), f (t))  яв-
ляется классическим решением задачи (1)-(7), единственным в шаре 

R TK E⊂ . 
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MƏHDUD OBLASTDA ÇOXÖLÇÜLÜ HİPERBOLİK TƏNLİKLƏR  

SİSTEMİ ÜÇÜN TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ  
 

M.Ə.QULİYEV, Ə.M.EL-HADİDİ  
 

XÜLASƏ 
 

 İşdə ümumiləşmiş sıxılmış inikas prinsipinin köməyilə məhdud oblastda çoxölçülü 
hiperbolik tənliklər sistemi üçün tərs sərhəd məsələsinin klassik həllinin varlıq və yeganəliyi 
tədqiq olunmuşdur. 
 Açar sözlər: tərs sərhəd məsələsi, klassik həll, ümumiləşmiş sıxılmış inikas prinsipi, 
varlıq və yeganəlik. 
 

MULTIDIMENSIONAL INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE SYSTEM OF HYPERBOLIC EQUATIONS IN BOUNDED DOMAIN  

 
M.A.GULIYEV, A.M.EL-HADIDI  

 
SUMMARY 

 
In this paper, by using the generalized principal of compressed mapping, we 

investigate the theorem of the uniqueness and existence of the classical solution of 
multidimensiol inverse boundary value problem for the system of hyperbolic equations in 
bounded domain.  

Key words: inverse boundary value problem, classical solution, generalized principal 
of compressed mapping, uniqueness and existence. 
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